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x; y; z は実数で，3 つの関係式

x + y + z = 0 ; x3 + y3 + z3 = 1 ; x4 + y4 + z4 = 2

をみたしているとき，次の値を求めよ．

(1) xyz (2) xy + yz + zx (3) x2 + y2 + z2 (4) x5 + y5 + z5
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【テーマ】：３次の対称式の計算
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まずは，3 次の基本対称式 x + y + z; xy + yz + zx; xyz を求めることを考えます．そのための誘導設問

が (1); (2) になります．与えられた 3 つの式を用い，因数分解の公式を利用して値を求めます．
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(1)

x3 + y3 + z3 = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 ¡ xy ¡ yz ¡ zx) + 3xyz

= 3xyz (Û x + y + z = 0)

よって，3xyz = 1 となるので，xyz =
1
3
ÝÝ(答)

(2) (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) であるから，x + y + z = 0 を代入すると，

x2 + y2 + z2 = ¡2(xy + yz + zx) ÝÝ1

ここで，

x4 + y4 + z4 = (x2 + y2 + z2)2 ¡ 2(x2y2 + y2z2 + z2x2)

より，xy + yz + zx = a とおくと，

2 = (¡2a)2 ¡ 2fa2 ¡ 2xyz(x + y + z)g () 2 = 4a2 ¡ 2a2

() a2 = 1

() a = §1

ここで，1 より x2 + y2 + z2 = 0 であるから a<0 ．

Ú a = ¡1 ．ゆえに，xy + yz + zx = ¡1ÝÝ(答)

(3) 1 より，x2 + y2 + z2 = 2ÝÝ(答)

(4)

x5 + y5 + z5 = (x2 + y2 + z2)(x3 + y3 + z3)¡ x2(y3 + z3)¡ y2(x3 + z3)¡ z2(x3 + y3)

= 2¡ (x2y3 + x2z3 + y2x3 + y2z3 + z2x3 + z2y3)

ここで，

x2y3 + x2z3 + y2x3 + y2z3 + z2x3 + z2y3 = x2z2(x + z) + x2y2(x + y) + y2z2(y + z)

= ¡x2yz2 ¡ x2y2z ¡ xy2z2 (Û x + y + z = 0)
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(xy + yz + zx)

=
1
3

したがって，x5 + y5 + z5 = 2¡
1
3

=
5
3
ÝÝ(答)
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(2) 以降の別解です．

fn = xn + yn + zn とおき，xy + yz + zx = a とすると，解と係数の関係より，x; y; z を 3 解とする 3 次方

程式は，

t3 + at ¡ 1
3

= 0

であるから，この式の両辺に tn をかけて

tn+3 + atn+1 ¡
1
3

tn = 0 ÝÝ1

x; y; z は 1 の 3 解なので，

_

xn+3 + axn+1 ¡
1
3

xn = 0 ÝÝ2

yn+3 + ayn+1 ¡
1
3

yn = 0 ÝÝ3

zn+3 + azn+1 ¡
1
3

zn = 0 ÝÝ4

2～4 の辺々を加えると，

fn+3 + afn+1 ¡
1
3

fn = 0 ÝÝ(¤)

(¤) において，n = 1 とすると，

f4 + af2 ¡
1
3

f1 = 0

f4 = 2; f1 = 0 より，

2 + af2 = 0 ÝÝ5

また，(x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) より，

0 = f2 + 2a ÝÝ6

5; 6 より，2¡ 2a2 = 0 であるから a = §1 となる．f2 = 0 より，6 から a<0 であるから，a = ¡1 ．

よって，a = ¡1; f2 = 2ÝÝ(答)

(¤) において n = 2 とすると，f5 ¡ f3 ¡
1
3

f2 = 0

f5 = f3 +
1
3

f2 = 1+
2
3

=
5
3
ÝÝ(答)
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本問は，別解の方法を用いれば，漸化式が出てくるので，さらに次数が高い式でも値を求めることができることが

わかると思います．このように汎用性のある解法を知っておくことは難関大学を受験する際には非常に重要なこと

です．

C 大学受験・数学塾　管理人：makoto


