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a を実数とし，f(x) = x3 ¡ 3x2 + 3x とおく．数列 fxng を

x1 = a; xn+1 = f(xn) (n = 1; 2; 3;Ý)

で定める．次の問いに答えよ．

(1) すべての自然数 n について xn = a となるとき，a を求めよ．

(2) a < 1 のとき，xn < 1 (n = 1; 2; 3;Ý) が成り立つことを証明せよ．

(3) 0< a< 1 のとき，xn <xn+1 (n = 1; 2; 3;Ý) が成り立つことを証明せよ．� �
【テーマ】：数学的帰納法S Ð ]
(1) は，漸化式に従って計算するだけです．(2); (3) は数学的帰納法を用いて証明します．g q

| Ä

D

(1) 与えられた漸化式より，xn+1 = xn3 ¡ 3xn2 + 3xn であり，すべての自然数 n に対して，xn = a となる

とき，

a = a3 ¡ 3a2 + 3a () a3 ¡ 3a2 + 2a= 0

() a(a¡ 1)(a¡ 2) = 0

Ú a = 0; 1; 2ÝÝ(答)

(2) 【証明】

f0(x) = 3x2 ¡ 6x+ 3 = 3(x¡ 1)2 = 0 であるから，f(x) は単調増加である．ÝÝ (¤)

Q n = 1 のとき，

x1 = a であるから，a < 1 のとき，x1 < 1 となり，成り立つ．

R n = k のとき，

xk < 1 が成り立つと仮定すると，(¤) より，

xk+1 = f(xk)<f(1) = 1

であるから，n = k+ 1 のときも成り立つ．

ゆえに，Q;R より，すべての自然数 n に対して xn < 1 が成り立つことが示された． 【証明終】

(3) 【証明】

(2) より，f(x) は単調増加であるから，x> 0 であるならば，

f(x)>f(0) = 0

が成り立つ．ÝÝ (¤¤)

0< a< 1 のとき，xn > 0 (n = 1; 2; 3;Ý) を示す．
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Q n = 1 のとき，

x1 = a > 0 であるから，成り立つ．

R n = k のとき，

xk > 0 が成り立つと仮定すると，(¤¤) より，

xk+1 = f(xk)> 0

となり，n = k+ 1 のときも成り立つ．

ゆえに，Q;R より，すべての自然数 n に対して xn > 0 が成り立つことが示された．

よって，(2) とあわせると，0<xn < 1 が成り立つことが示された．

ここで，0<x< 1 のとき，

f(x)¡ x = x3 ¡ 3x2 + 3x¡ x

= x(x¡ 1)(x¡ 2)> 0

より，f(x)>x が成り立つから，

0<xn < 1 より，xn <f(xn) すなわち xn <xn+1 (n = 1; 2; 3;ÝÝ)

が成り立つことが示された． 【証明終】
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関数と数列の融合問題です．(2) 以降は，f(x) が単調増加であることが重要なポイントとなります．(3) では，a

の条件から，0<x1< 1 となるので，すべての自然数 n に対して，0<xn < 1 であることを示し，これと関数の単調

増加性を用いて xn <xn+1 を示します．
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