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とおく．

(1) 任意の正整数 n に対して ®n + ¯n は整数であることを証明せよ．

(2) 実数 r に対して r を超えない最大の整数を [ r ] で表し，r の小数部分 frg を frg = r¡ [ r ] と定義

する．このとき，2 個の極限値 lim
n!1
f®2ng; lim

n!1
f®2n+1g を求めよ．� �

【テーマ】：数列の極限S Ð ]
(1) は数学的帰納法で証明します．(2) は ¡ 1

2
<¯< 0 を利用することがポイントとなります．g q
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(1) 【証明】

与えられた ®;¯ から，
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である．一方，

®n+2 + ¯n+2 = (®+ ¯)(®n+1 + ¯n+1)¡ ®¯(®n + ¯n)

であるから，an = ®n + ¯n とおくと，

an+2 = 3an+1 + an ÝÝ 1

が成り立つことが分かる．an が任意の正整数に対して整数であることを数学的帰納法を用いて証明する．

Q n = 1 のとき，a1 = 3 であり，n = 2 のとき，

a2 = ®2 + ¯2 = (®+ ¯)2 ¡ 2®¯= 11

であるから，n = 1; 2 のとき，an は整数である．

R n = k;k+1 (k = 1) のとき，ak; ak+1 が整数であると仮定すると，1 の漸化式から，ak+2 は整数とな
る．したがって，n = k+ 2 のときも an は整数である．

ゆえに，数学的帰納法によって an は整数であることが示された． （証明終）

(2) a2n = ®2n + ¯2n であり，(1) より，a2n は整数である．

®2n = a2n ¡ ¯2n ÝÝ 2

である．ここで，3<
p
13< 4 より，
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であるから，

0<¯2n < #¡ 1
2
;2n ; #¡ 1

2
;2n+1 <¯2n+1 < 0 ÝÝ 3
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となる．したがって，

[ a2n ¡ ¯2n ] = a2n ¡ 1 ; [ a2n+1 ¡ ¯2n+1 ] = a2n+1 iq
である．ゆえに，2 より，

f®2ng = fa2n ¡ ¯2ng f®2n+1g = fa2n+1 ¡ ¯2n+1g

= a2n ¡ ¯2n ¡ [ a2n ¡ ¯2n ] = a2n+1 ¡ ¯2n+1 ¡ [ a2n+1 ¡ ¯2n+1 ]

= a2n ¡ ¯2n ¡ (a2n ¡ 1) = a2n+1 ¡ ¯2n+1 ¡ a2n+1

= 1¡ ¯2n = ¡¯2n+1

3 より，n !1 のとき，¯2n ! 0; ¯2n+1 ! 0 であるから，

lim
n!1
f®2ng = 1ÝÝ(答)

lim
n!1
f®2n+1g = 0ÝÝ(答)

である．
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(1) は，®+¯;®¯ が整数ならば ®n +¯n は整数であるということを示す有名問題で漸化式を作ることができれば

容易に示せます．隣接 3 項間漸化式を用いて数学的帰納法で示すので，前 2 つの項の情報が必要になります．したが

って，2 つ仮定しなければいけないので注意しましょう．

(2) は，類題を経験していれば比較的方針が立て易いですが，経験がないと難しいと感じる問題ではないでしょう

か．2003年東京大学に類題があります．ポイントは，

r < 1 ならば rn < 1 なので， lim
n!1
rn = 0

が成り立つことです．3 式から，¯2n は 0 より大きく 1 より小さい実数であることがわかります．したがって，

a2n ¡ ¯2n は a2n より，少しだけ小さくなります（下左図参照）．ゆえに，[ a2n ¡ ¯2n ] = a2n ¡ 1 となります．

[ a2n+1 ¡ ¯2n+1 ] も同様に考えることができます．0< ¡ ¯2n+1 < 1 なので，a2n+1 ¡ ¯2n+1 は a2n+1 より少しだけ

大きくなります（下右図参照）．したがって，[ a2n+1 ¡ ¯2n+1 ] = a2n+1 となります．

a2na2n ¡ 1

a2n ¡ ¯2n ¯2n

a2n+1 + 1a2n+1

a2n+1 ¡ ¯2n+1
¡¯2n+1
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