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p;q は正の有理数で，

p
q は無理数であるとする．自然数 n に対し，有理数 an; bn を

(p+
p
q)n = an + bn

p
q

によって定める．

(1) (p¡
p
q)n = an ¡ bn

p
q を示せ．

(2) lim
n!1

an
bn
=
p
q を示せ．� �

【テーマ】：数列の極限S Ð ]
(1) は，まず数列 fang; fbng に関する漸化式を導いておきます．自然数 n に関する証明なので数学的帰納法を用

いて示します．(2) は，与えられた漸化式と (1) の結果から an; bn が具体的に求められるので，
an
bn
を求めて極

限を計算します．g q
| Ä

D

(1) 【証明】

(p+
p
q)n = an + bn

p
q ÝÝ 1

an+1 + bn+1
p
q = (p+

p
q)n+1

= (p+
p
q)(p+

p
q)n

= (p+
p
q)(an + bn

p
q) (Û 1)

= (pan + qbn) + (an + pbn)
p
q

自然数 n に対して，an; bn は有理数で，
p
q は無理数であるから，V an+1 = pan + qbn ÝÝ 2

bn+1 = an + pbn ÝÝ 3

が成り立つ。1 において n = 1 とすると，

p+
p
q = a1 + b1

p
q

であるから，同様にして a1 = p; b1 = 1 を得る。

(p¡
p
q)n = an ¡ bn

p
q ÝÝ 4

が成り立つことを数学的帰納法を用いて示す。

Q n = 1 のとき，

(左辺) = p¡
p
q

(右辺) = a1 ¡ b1
p
q = p¡

p
q

よって，n = 1 のとき成り立つ。

R n = k のとき，

(p¡
p
q)k = ak ¡ bk

p
q ÝÝ 5
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が成り立つと仮定する。n = k+ 1 のとき，

(p¡
p
q)k+1 = (p¡

p
q)(p¡

p
q)k

= (p¡
p
q)(ak ¡ bk

p
q) (Û 5)

= ak+1 ¡ bk+1
p
q (Û 2;3)

よって，n = k+ 1 のときも成り立つ。

Q;R より，すべての自然数 n について 4 が成り立つことが示された。

（証明終）

(2) 【証明】

1+4 より，

2an = (p+
p
q)n + (p¡

p
q)n

an =
(p+

p
q)n + (p¡

p
q)n

2

1¡4 より，

2bn
p
q= (p+

p
q)n ¡ (p¡

p
q)n

bn =
(p+

p
q)n ¡ (p¡

p
q)n

2
p
q

よって，

an
bn
=

(p+
p
q)n + (p¡

p
q)n

2
(p+

p
q)n ¡ (p¡

p
q)n

2
p
q

=
p
q ¢
(p+

p
q)n + (p¡

p
q)n

(p+
p
q)n ¡ (p¡

p
q)n

=
p
q ¢
1 + $ p¡ pqp+

p
q <n

1¡ $ p¡ pqp+
p
q <n

p¡
p
q

p+
p
q < 1 より， lim

n!1
$ p¡ pqp+

p
q <n = 0 であるから，

lim
n!1

an
bn
=
p
q

となり，示された。 （証明終）
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(1) は，別の方法でも証明できます．漸化式を作るところまでは同じですが，その漸化式から

an+12 ¡ qbn+1
2
= (p2 ¡ q)(an2 ¡ qbn

2
)

が成り立つことを用いて，an2 ¡ qbn
2
= (p2 ¡ q)n であることを導きます．その後は，

(p¡
p
q)n = $ p2 ¡ qp+

p
q <n = an2 ¡ qbn2an + bn

p
q = an ¡ bn

p
q

となるので，示されます．

(2) は，具体的に an; bn を求めて，
p¡
p
q

p+
p
q < 1 であることに注意すれば極限は求められます．
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