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3 （013　東北大） 【難易度】 ÝT
数列 fang; fbng を

an =
Z

¼
6

¡
¼
6

en sinµ dµ; bn =
Z

¼
6

¡
¼
6

en sinµ cosµ dµ (n = 1; 2; 3;ÝÝ)

で定める．ただし，e は自然対数の底とする．

(1) 一般項 bn を求めよ．

(2) すべての n について，bn 5 an 5 2p
3
bn が成り立つことを示せ．

(3) lim
n!1

1
n log(nan) を求めよ．ただし，対数は自然対数とする．� �

【テーマ】：定積分と不等式S Ð ]
(1) は，t = sinµ と置換しても積分できますが， 1n e

n sinµ を微分すると en sinµ cosµ になることを利用すること

もできます．(2) は，積分区間に着目して不等式を作ります．(3) は，(2) の不等式を用いてはさみうちの原理を

用います．g q
| Ä

D

(1) bn = � 1n en sinµ „ ¼6¡ ¼
6

=
e
n
2 ¡ e¡

n
2

n ÝÝ(答)

(2) 【証明】

¡
¼
6

5 µ 5 ¼
6
において，

p
3
2

5 cosµ 5 1 であるから，各辺に en sinµ > 0 をかけると，
p
3
2
en sinµ 5 en sinµ cosµ 5 en sinµ

よって，
Z

¼
6

¡
¼
6

p
3
2
en sinµ dµ 5

Z

¼
6

¡
¼
6

en sinµ cosµ dµ 5
Z

¼
6

¡
¼
6

en sinµ dµ

p
3
2
an 5 bn 5 an () bn 5 an 5 2p

3
bn

ゆえに，示された． （証明終）

(3) (2) で示した不等式の各辺に n > 0 をかけると，nbn 5 nan 5 2p
3
nbn となり，この各辺は正であるから，

各辺の自然対数をとると，

log (nbn) 5 log (nan) 5 log # 2p3 nbn;
(1) より，

log #e n2 ¡ e¡ n2 ; 5 log (nan) 5 log 2p3 + log #e n2 ¡ e¡ n2 ;
1
n log #e n2 ¡ e¡ n2 ; 5 1n log (nan) 5

1
n log

2p
3
+
1
n log #e n2 ¡ e¡ n2 ; (Û n > 0)

log #e n2 ¡ e¡ n2 ; 1n 5 1n log (nan) 5
1
n log

2p
3
+ log #e n2 ¡ e¡ n2 ; 1n ÝÝ 1
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ここで，

lim
n!1
log #e n2 ¡ e¡ n2 ; 1n = lim

n!1
logSe n2 (1¡ e¡n)k 1n

= lim
n!1
logSe n2 (1¡ e¡n)k 1n

= lim
n!1

Tlog e 12 + log (1¡ e¡n) 1n l
= lim
n!1

T 1
2
+ log (1¡ e¡n)

1
n l

=
1
2

であり， lim
n!1

1
n log

2p
3
= 0 であるから，1 式において n !1 とすれば，はさみうちの原理より，

lim
n!1

1
n log(nan) =

1
2
ÝÝ(答)

} ~

q
(1) は，置換積分を用いる方法もありますが，解答のように原始関数を見つけることができれば容易に計算できま

す．すなわち，
Z

ef(x)f0(x) dx = ef(x) + C (C は積分定数)

を利用しています．(2) は，積分区間に着目して不等式を作ります．注意したい点は，自然対数をとりたいので，不

等式の各辺が正であることを確認しておくことです．これは真数条件を満たしていることを確認していることになり

ます．頻出問題なので，できるようにしておきたい問題です．(3) は，不等式を証明した後で極限を求めるので，は

さみうちの原理を用います．lim
n!1
log(1¡ e¡n)

1
n の計算は，e¡n ! 0; 1n ! 0 となるので，

lim
n!1
log(1¡ e¡n)

1
n = log 1 = 0

となります．
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