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以下の問いに答えよ．

(1) n が正の偶数のとき，2n ¡ 1 は 3 の倍数であることを示せ．

(2) n を自然数とする．2n + 1 と 2n ¡ 1 は互いに素であることを示せ．

(3) p;q を異なる素数とする．2p¡1 ¡ 1 = pq2 を満たす p;q の組をすべて求めよ．� �
【テーマ】：整数問題S Ð ]
(1) は，二項定理や合同式を用いて証明をします．(2) は，最大公約数を g として式を作ります．(3) は，(1) か

ら p;q は奇数の素数であることがわかるので，これを利用して p;q の値を求めます．g q
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(1) 【証明】

n は偶数なので，n = 2k (k は自然数) とおける．よって，二項定理を用いると，

2n ¡ 1 = 22k ¡ 1

= 4k ¡ 1

= (3 + 1)k ¡ 1

= kC0 ¢ 3
k + kC1 ¢ 3

k¡1 +ÝÝ+ kCk¡1 ¢ 3 + kCk ¡ 1

= 3 !kC0 ¢ 3k¡1 + kC1 ¢ 3k¡2 +ÝÝ+ kCk¡19
kC0 ¢ 3

k¡1 + kC1 ¢ 3
k¡2 +ÝÝ+ kCk¡1 は自然数であるから，2n ¡ 1 は 3 の倍数である．

ゆえに，示された． （証明終）

(2) 【証明】

2n + 1; 2n ¡ 1 の最大公約数を g とすると，V 2n + 1 = ga0 ÝÝ 1

2n ¡ 1 = gb0 ÝÝ 2
(a0; b0 は互いに素)

とおくことができる．1¡2 より，

2 = g(a0 ¡ b0)

となる．このとき，(g;a0 ¡ b0) = (1; 2); (2; 1) であるが，2n + 1; 2n ¡ 1 はともに奇数であるから，g = 2

は不適．したがって，g= 1; a0 ¡ b0 = 2 である．よって，2n + 1; 2n ¡ 1 は互いに素であることが示された．

（証明終）

(3) 2p¡1 ¡ 1 = pq2 ÝÝ 1

p¡ 1 = 1 であるから，2p¡1 ¡ 1 は奇数であるから，p;q は 3 以上の素数である．よって，p¡ 1 は正の偶

数となるので，(1) の結果から，2p¡1 ¡ 1 は 3 の倍数である．ゆえに，pq2 が 3 の倍数となるので，p または

q のいずれかが 3 である．
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Q p = 3 のとき，1 は 22 ¡ 1 = 3q2 となるので，q2 = 1 となるので不適．

R q = 3 のとき，p= 2m+ 1 (m は自然数) とすると，1 は，

22m ¡ 1 = 9(2m+ 1) () (2m + 1)(2m ¡ 1) = 9(2m+ 1)

である．(2) より，2m + 1; 2m ¡ 1 は互いに素であるから，

(2m + 1; 2m ¡ 1) = (9; 2m+ 1); (2m+ 1; 9)

を得る．ここで，2m ¡ 1 = 9 となる自然数 m は存在しない．一方，2m + 1 = 9 のとき，m= 3 である．

このとき，p = 2 ¢ 3 + 1 = 7 であり，題意を満たす．

ゆえに，求める p;q の組は，

(p;q) = (7; 3)ÝÝ(答)
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(1) は，合同式を用いて示すこともできます．{ F …
(1) 【証明】

n は偶数なので，n = 2k (k は自然数) とおける．よって，

2n ¡ 1 = 22k ¡ 1

= 4k ¡ 1

= (3 + 1)k ¡ 1

´ 1k ¡ 1 (mod3)

= 0

である．ゆえに，2n ¡ 1 は 3 の倍数であることが示された． （証明終）� ™
(2) は，互いに素であることを示すため，最大公約数を設定して，それが 1 であることを示します．

(3) は，(1); (2) の結果を利用します．まずは，p;q が 3 以上の素数であることを示します．2p¡1¡ 1 = pq2 は，

2p¡1¡1 を素因数分解すると pq2 となることを述べています．つまり，2p¡1¡1 が 3 の倍数であることを述べれば，

p;q のいずれかが 3 であることがわかります．あとは，p¡ 1 が偶数であることから，(2) の結果を用いて p;q の

値を求めます．
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