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数列 a1; a2;ÝÝ; an;ÝÝ において

a1 = 3; a2 =
5
3
; an =

1
3
(4an¡1 ¡ an¡2) (n = 3)

という関係がある．

(1) an を n の式で表せ．

(2) Sn =
n
P

k=1

1
log(ak ¡ 1) log(ak+1 ¡ 1)

とおくとき， lim
n!1
Sn を求めよ．ただし，対数は常用対数とす

る．� �
【テーマ】：隣接３項間漸化式と無限級数S Ð ]
(1) では，特性方程式の解を利用して，与えられた漸化式を式変形します．(2) では，部分分数分解を行います．g q
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(1) 漸化式 3an = 4an¡1 ¡ an¡2 の特性方程式は，

3x2 ¡ 4x+ 1 = 0 () (3x¡ 1)(x¡ 1) = 0

であるから，解は x = 1
3
; 1 である．よって，与えられた漸化式は，次のように変形できる．

an ¡
1
3
an¡1 = an¡1 ¡

1
3
an¡2 ÝÝ 1

an ¡ an¡1 =
1
3
(an¡1 ¡ an¡2) ÝÝ 2

1 より，

an ¡
1
3
an¡1 = a2 ¡

1
3
a1 =

2
3
ÝÝ 3

2 より，

an ¡ an¡1 = # 1
3
;n¡2 (a2 ¡ a1)

= # 1
3
;n¡2 # 5

3
¡ 3;

= ¡4 # 1
3
;n¡1

3£ 3¡4 より，

2an = 2+ 4 # 13 ;n¡1
Ú an = 1+ 2 # 13 ;n¡1ÝÝ(答)

(2) (1) より，Sn を変形すると，

Sn =
n
P

k=1
$¡ 1
log 3

<Y 1

log 2 # 1
3
;k¡1 ¡ 1

log 2 # 1
3
;k q

http://www.uee-math.com/ C 大学受験・数学塾　管理人：makoto



【解答と解説】 3105KE¡0001

= ¡
1
log 3

X( 1

log 2 # 1
3
;0 ¡ 1

log 2 # 1
3
;1 @+( 1

log 2 # 1
3
;1 ¡ 1

log 2 # 1
3
;2 @+

ÝÝ+( 1

log 2 # 1
3
;n¡1 ¡ 1

log 2 # 1
3
;n @p

= ¡
1
log 3

' 1
log 2

¡
1

log 2 # 1
3
;n ?

= ¡
1
log 3

¢
¡n log 3

log 2 (log 2¡ n log 3)

=
n

(log 2)2 ¡ n log 2 log 3

ゆえに，

lim
n!1
Sn = limn!1

1

(log 2)2

n ¡ log 2 log 3

= ¡
1

log 2 log 3
ÝÝ(答)

} ~

q
隣接 3 項間漸化式の解法をまとめておきます．誘導なしで解けるようにしておきましょう．

(2) では，(1) の結果を代入することで部分分数分解ができるようになります．対数が絡んでいますが，考え方は

通常の部分分数分解と同じです．

S 【隣接３項間漸化式】 ]
an+2+ pan+1+ qan + r = 0

【解法と解説】

r = 0 のときは，x2 + px+ q = 0 (特性方程式という)を解いてその解 x= ®;¯ を求めると，T an+2 ¡ ®an+1 = ¯(an+1 ¡ ®an)an+2 ¡ ¯an+1 = ®(an+1 ¡ ¯an)

の 2 式が得られる．これは，等比数列型の漸化式であるから，両方を計算し，

an+1 ¡ ®an ; an+1 ¡ ¯an

を求めれば，2 式を引くことから an が得られる．® = ¯ のときは，これらは同じ式になるので，通常の隣接 2 項

間漸化式として解くことができる．

r Ë 0 のときは，一度階差をとることで定数 r を消去すれば上の方法が使える．なお，各係数の和が 0 となると

き，特性方程式の解 x = ®;¯ のうち１つは必ず 1 になるので，

an+2 ¡ ®an+1 = an+1 ¡ ®an =ÝÝ = a2 ¡ ®a1

とすることができ，すぐに隣接 2 項間漸化式に帰着される．

Y：an+2 の係数が 1 以外の時も同様にして解くことができる．g q
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