
【解答と解説】 2008/12/5

¶ ³

S 【難易度】 Ý T

次の関係式をみたす関数 f(x) がある．
Z x

0
f(t) dt = f(x) + 1 +

Z x

¡x
f(t) dt

(1) f(0); f0(0) の値を求めよ．

(2) a; b を実数とし，f(x) が f(x) = ex(a sin x + b cos x) の形で与えられるとき，a; b の値を求めよ．

(3)

Z ¼
2

0
ex sin x dx =

Z ¼
2

0
ex cos x dx + 1 を示せ．

(4) f(x) が (2) で定めた関数のとき，不等式

0 5 x 5 ¼
2

; y = ¡1 ; y 5 f(x)

によって表される領域を D とする．D の面積 S を求めよ．
µ ´
【テーマ】：積分方程式・面積計算
S Ð ]
与えられた積分方程式から f(0) の値を求めるためには，x = 0 を代入します．また，f0(0) を求めるためには，

両辺を x で微分してから x = 0 を代入します．本問は，前問の結果を使って次の設問を解答しなければならなく

なるため，慎重に計算をしましょう．
g q

| Ä

D

(1) 与えられた式に x = 0 を代入すると，
Z 0

0
f(t) dt = f(0) + 1 +

Z 0

0
f(t) dt ∴ f(0) = ¡1ÝÝ(答)

次に，与えられた式の両辺を x で微分すると， i g

f(x) = f0(x) + f(x)¡ f(¡x) ¢ (¡1) () f0(x) = ¡f(¡x)

この式に，x = 0 を代入して，

f0(0) = ¡f(0) = 1 ∴ f0(0) = 1ÝÝ(答)

(2) f0(x) = ex(a sin x + b cos x) + ex(a cos x ¡ b sin x) = exf(a ¡ b) sin x + (a + b) cos xg であり，

f(0) = b; f0(0) = a + b

であるから，(1) の結果より，

V b = ¡1

a + b = 1
() V a = 2

b = ¡1
ÝÝ(答)

(3) 【証明】

部分積分法で計算すると，

Z ¼
2

0
ex sin x dx = � ex(¡ cos x)„

¼
2

0
+

Z ¼
2

0
ex cos x dx =

Z ¼
2

0
ex cos x dx + 1

よって，示された． （証明終）ÝÝ(答)

C 大学受験・数学塾　管理人：makoto



【解答と解説】 2008/12/5

(4) (2) より，

f(x) = ex(2 sin x ¡ cos x); f0(x) = ex(3 sin x + cos x)

であるから，0 5 x 5 ¼
2
で f0(x)>0 となるので，y = f(x) はこの区間で単調増加である．

よって，領域 D を図示すると図の斜線部分（境界線上の点を含む）となる．したがって，求める面積 S は，

O

y

x

D

y = f(x)

¼
2

¡1

S =

Z ¼
2

0
ff(x)¡ (¡1)g dx

=

Z ¼
2

0
fex(2 sin x ¡ cos x) + 1g dx

= 2

Z ¼
2

0
ex sin x dx ¡

Z ¼
2

0
ex cos x dx +

¼
2

=

Z ¼
2

0
ex cos x dx + 2+

¼
2

(∵ (3))

で表される．ここで，I =

Z ¼
2

0
ex cos x dx とおくと，

I = � ex cos x „
¼
2

0
¡

Z ¼
2

0
ex(¡ sin x) dx

= ¡1 +

Z ¼
2

0
ex sin x dx

= ¡1 + � ex sin x „
¼
2

0
¡

Z ¼
2

0
ex cos x dx

= ¡1 + e
¼
2 ¡ I

したがって，

2I = e
¼
2 ¡ 1 () I =

e
¼
2 ¡ 1
2

ゆえに，求める面積 S は，

S =
e

¼
2 ¡ 1
2

+ 2 +
¼
2

() S =
e

¼
2 + ¼ + 3

2
ÝÝ(答)
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誘導が丁寧なので，比較的解きやすい問題です．しかし，前問の結果を使うので計算間違いは命取りです．正確な

計算力が要求されています．また，(4) では，簡単なグラフをかいてから面積を計算しましょう．(3) の結果を用い

れば計算量を減らすことができるので，少し楽になります．
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g 【微分と積分の関係】

a を定数．x は t に無関係な変数．f(x); g(x); h(x) は連続で微分可能な関数とする．

‘
d

dx

Z x

a
f(t) dt = f(x)

’
d

dx

Z g(x)

h(x)
f(t) dt = f(g(x))g0(x)¡ f(h(x))h0(x)
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