
【解答と解説】 2008/12/29

¶ ³
V 【難易度】 Ý (1); (2)T; (3)V
次の極限値を求めよ．ただし，n は自然数とする．

(1) lim
n!1

[a]n

[an]
(a = 1) (神戸商大)

(2) lim
n!1

1
n log(a

n + a2n) (a > 0) (名古屋大)

(3) lim
n!1
sin$2¼En2 + � n

3
—< (北海道大)µ ´

【テーマ】：数列の極限・関数の極限S Ð ]
(1) は，a が整数か整数でないかで極限値が変わってくるので，場合分けを行います．a が整数でないときは，[a]n

は an に比べてゴミみたいな物（凄く小さいという意味）であるという発想が必要です．

(2) は，a が 1 より大きいか否かで場合分けを行います．このときも，a > 1 であれば，an は a2n に比べてゴミ

みたいな物です．

(3) は，ガウス記号をどのように処理するかがポイントです． n
3
の小数部分を ® として，ガウス記号をはずしま

しょう．あとは，
E

n2 + � n
3
— の極限ですが，このままでは計算できないので，まず En2 + � n

3
—¡ n の極限

を考えます．なぜなら，n が十分大きいときは，
B

n2 + a ; n となるので，不定形を作ろうという発想です．g q
| Ä

D

(1)

‘ a が整数のとき，[a]n = [an] であるから， lim
n!1

[a]n

[an]
= 1

’ a が整数ではないとき，a の整数部分を A すなわち [a] = A とおく．

ここで，一般に実数 x に対して，[x] 5 x< [x] + 1 が成り立つので，

[x]>x¡ 1 であり，[x] と x¡ 1 が同符号であれば， 1
[x] <

1
x¡ 1

が成り立つ．したがって，

0 5 [a]n

[an] <
An
an ¡ 1 =

# Aa ;n
1¡

1
an

となり，Aa は 1 より小さい正の数で，a > 1 であるから， limn!1

# Aa ;n
1¡

1
an
= 0 となる．

よって，はさみうちの原理から lim
n!1

[a]n

[an]
= 0

以上より，求める極限値は，

lim
n!1

[a]n

[an]
= V 1 (a が整数)

0 (a が整数でない)
ÝÝ(答)

(2)

‘ 0< a 5 1 のとき，0< a2n 5 an であるから，
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log(an + a2n) 5 log 2an = log2 + n loga ; log(an + a2n)> logan = n loga

となるので，

n loga < log(an + a2n) 5 log 2 + n loga () loga 5 1
n log(a

n + a2n) 5 log 2
n + loga

lim
n!1

$ log 2n + loga< = loga であるから，はさみうちの原理より，
lim
n!1

1
n log(a

n + a2n) = loga

’ a > 1 のとき，a2n = an > 0 であるから，

loga2n < log(an + a2n) 5 log 2a2n () 2n loga < log(an + a2n) 5 log 2 + 2n loga

2 loga < 1n log(a
n + a2n) 5 log 2

n + 2 loga

となり， lim
n!1

$ log 2n + 2 loga<= 2 loga であるから，はさみうちの原理より，
lim
n!1

1
n log(a

n + a2n) = 2 loga

以上より，求める極限値は，

lim
n!1

1
n log(a

n + a2n) = V loga (0<a 5 1)

2 loga (a> 1)
ÝÝ(答)

(3)
n
3
の小数部分を ® (0 5 ® < 1) とおくと，

E

n2 + � n
3
—¡ n =En2 + n

3
¡ ®¡ n =

n2 + n
3
¡ ®¡ n2

D

n2 + n
3
¡ ®+ #n + 1

6
;

=

1
3
¡
®
n

E

1 +
1
3n ¡

®
n + 1

!
1
6
(n !1)

ここで，n が自然数のとき，加法定理を用いると，

sin 2¼$En2 + � n
3
—¡ n< = sin$2¼En2 + � n

3
—< cos 2n¼¡ cos$2¼En2 + � n

3
—< sin 2n¼

= sin$2¼En2 + � n
3
—<

が成り立つので，求める極限値は，

lim
n!1
sin%2¼Fn2 + � n

3
—== lim

n!1
sin 2¼%Fn2 + � n

3
—¡ n== sin #2¼£ 1

6
; = p3

2
ÝÝ(答)

} ~

q
(1); (2) は，n ! 1 のとき，rn の極限値を計算する際は，r が 1 より大きいかどうかに注意する必要があるとい

うことを思い出しましょう．

(3) は難問です．まずガウス記号をどのように処理するかという問題と，極限値をどのように計算すればよいかを

考えるのに非常に時間を費やすと思います．Ð でも述べているように，n が十分大きいときは，
B

n2 + a ; n とな

るので， lim
n!1

%Fn2 + � n
3
—¡ n= のように不定形にして極限を計算します．あとは，加法定理を利用すれば問題の

形と同じになることが示されるので，めでたく極限値が計算できるというわけです．
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