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k を自然数の定数とする．自然数 n に対して，

Sn = n ¡ 1 + n ¡ 2 +ÝÝ+ n ¡ k

とおく．

(1) Sn を求めよ．

(2) Sn の最小値と，そのときの n の値を求めよ．
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【テーマ】：絶対値を含む和
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絶対値をはずすことを考えますが，n と k の大小関係が不明です．したがって，n = k と n < k で場合分けを行

います．
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(1)

‘ 1 5 n < k のとき，

Sn = (n ¡ 1) + (n ¡ 2) +ÝÝ+ 2+ 1| {z }
1～(n¡1) までの自然数の和

+0+ 1+ 2+ÝÝ+ (k ¡ n)| {z }
1～(k¡n) までの自然数の和

=
1
2

n(n ¡ 1) +
1
2
(k ¡ n)(k ¡ n + 1)

=
1
2
(n2 ¡ n + k2 ¡ kn + k ¡ n k + n2 ¡ n)

=
1
2
(2n2 ¡ 2kn ¡ 2n + k2 + k)

= n2 ¡ (k + 1)n +
1
2

k(k + 1)

’ k 5 n のとき，

Sn = (n ¡ 1) + (n ¡ 2) +ÝÝ+ (n ¡ k)

= kn ¡
kP

i=1
i

= kn ¡
1
2

k(k + 1)

=
k
2
(2n ¡ k ¡ 1)

ゆえに，

Sn = X
n2 ¡ (k + 1)n +

1
2

k(k + 1) (1 5 n < k)

k
2
(2n ¡ k ¡ 1) (k 5 n)

ÝÝ(答)

(2) n = k のとき，Sn は n について 1 次式で k が自然数であることから単調増加となるので，n = k のとき，

最小値 1
2

k(k ¡ 1) をとる．

1 5 n < k のとき，
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Sn = #n ¡
k + 1
2

;
2

¡
k2 + 2k + 1

4
+

k2 + k
2

= #n ¡
k + 1
2

;
2

+
¡k2 ¡ 2k ¡ 1 + 2k2 + 2k

4

= #n ¡
k + 1
2

;
2

+
k2 ¡ 1

4

である．よって，

X
k が奇数のとき n =

k + 1
2

で最小値 k2 ¡ 1
4

k が偶数のとき n =
k
2

; k + 2
2

で最小値 k2

4

をとる．

ここで，k2 ¡ k
2

と k2 ¡ 1
4

または k2

4
の大小関係を調べる．

k2 ¡ k
2

¡
k2 ¡ 1

4
=

2k2 ¡ 2k ¡ k2 + 1
4

=
k2 ¡ 2k + 1

4
=

(k ¡ 1)2

4
= 0

k2 ¡ k
2

¡
k2

4
=

2k2 ¡ 2k ¡ k2

4
=

k2 ¡ 2k
4

=
k(k ¡ 2)

4
= 0 (Û k = 2)

よって，いずれにしても k2 ¡ k
2

より k2 ¡ 1
4

または k2

4
の方が小さいので，求める Sn の最小値は，

X
k が奇数のとき n =

k + 1
2

で最小値 k2 ¡ 1
4

k が偶数のとき n =
k
2

; k + 2
2

で最小値 k2

4

ÝÝ(答)
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本問は，様々な大学で類題が出題されています．基本的な考え方は同じなので，この問題をしっかりと理解してお

きましょう．

(1) は，絶対値をはずす作業から始めますが，n と k の関係がまったく書かれていないのでその大小関係が不明で

す．不明ということは場合分けをしなくてはいけないということになります．‘ の場合は，k 個の絶対値内がすべ

て正になる場合を考えていて，’ の場合は，k 個の絶対値内のどこかで符号が入れ替わる場合を考えています．し

たがって，’ では，途中で 0 となる項が出てきて，その前後では 1 + 2+Ý という計算になる点に注意を払わな

ければいけません．答えの形も (2) を想定して n について整理しておくとよいでしょう．

(2) では，最小値を考えますが，n = k のときは，n に関する 1 次関数でその係数が正であることから単調増加し

ていることがわかります．したがって，この区間で最小となるのは，n = k のときとなります．次に，1 5 n < k の

ときは，(1) から Sn は n に関する 2 次関数となっているので，平方完成をすることで，最小値を求めることができ

ます．ただし，n は自然数であることから頂点で必ず最小値を取るとは限らない点に注意が必要です．例えば，k = 4

なら頂点の座標は # 5
2

; 15
4

; となるので，n =
5
2
で最小値をとるなんてことはありえません．したがって，k の偶

奇で場合分けが必要になるのです．最後に，n = k のときと 1 5 n < k のときを比べて小さい方が Sn の最小値とな

ります．
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