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a > 0; b > 0; c > 0; k > 0 とする．このとき，次の不等式が成り立つことを示せ．

(1) #a +
1
b ; $b +

k2

a < = (k + 1)2

(2) #b +
1
c ; #c +

1
a ; $c +

k2

b <$a +
k2

c < = (k + 1)4
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【テーマ】：不等式の証明（相加平均・相乗平均の関係）
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(1) は左辺を展開して相加平均・相乗平均の関係を用います．(2) は (1) を利用します．どちらも等号成立条件

を忘れないようにしましょう．
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(1) 【証明】

#a +
1
b ; $b +

k2

a < = ab + k2 + 1+
k2

ab であり，ab > 0; k2 > 0 であることから，相加平均・相乗平均の

関係より，

ab +
k2

ab = 2

E
ab ¢

k2

ab = 2k

が成り立つ．等号は，ab =
k2

ab すなわち，ab = k のとき，成立する．ゆえに，

ab +
k2

ab + k2 + 1 = 2k + k2 + 1 () #a +
1
b ; $b +

k2

a < = (k + 1)2

が成り立つことから，題意は示された． (証明終)

(2) 【証明】

(1) より，

#b +
1
c ; $c +

k2

b < = (k + 1)2 ÝÝ 1

#c +
1
a ; $a +

k2

c < = (k + 1)2 ÝÝ 2

が成り立つ．1; 2 の辺々をかけて，

#b +
1
c ; $c +

k2

b < #c +
1
a ; $a +

k2

c < = (k + 1)4 ÝÝ 3

を得る．ここで，1; 2 の等号成立条件は，(1) から，それぞれ bc = k; ca = k すなわち a = b; ac = k

である．ゆえに，3 の等号が成り立つ a; b; c; k が存在するので，題意は示された． (証明終)
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(1) は，相加平均・相乗平均の関係を用いる基本問題なので，完答を目指しましょう．(2) では，文字を置き換える

ことで (1) で示した不等式を利用しますが，辺々をかけるときは注意が必要です．3 の等号が成り立つ a; b; c; k が

存在するか否かを確かめる必要があります．もしも存在しなければ，3 の式から等号を消さないといけません．その

チェックを怠れば減点される可能性がありますので，十分に注意を払いましょう．
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