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4 枚のカードがあって，1 から 4 までの整数がひとつずつ書かれている．このカードをよく混ぜて，1 枚引いて

は数字を記録し，カードを元に戻す．この試行を n 回繰り返し，記録した順に数字を並べて得られる数列を，

a1; a2; Ý; an とする．

(1) 条件 a1 5 a2 5 Ý 5 an = j を満たす数列が An(j) 通りあるとする．ただし，j = 1; 2; 3; 4 とする．

‘ An(1); An(2) を求めよ．

’ n = 2 のとき，An(j) (j = 3; 4) を An¡1(1); An¡1(2); Ý; An¡1(j) で表し，An(3); An(4) を

求めよ．

(2) n = 2 のとき，a1 5 a2 5 Ý 5 an¡1 かつ an¡1 > an となる確率を求めよ．
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【テーマ】：重複組合せ
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(1) では，漸化式を作って An(j) (j = 3; 4) を求めさせようと誘導しています．重複組合せの考え方を使え

ば (1) は簡単に答えが求められます．
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(1) ‘ j = 1 のとき，a1 = a2 = Ý = an = 1 となればよいので，その場合の数は，An(1) = 1ÝÝ(答)

さらに，j = 2 のとき，a1 5 a2 5 Ý 5 an = 2 となるときであるから，2 5 k 5 n とするとき，

『a1 = a2 = Ý = an = 2』または『a1 = Ý = ak¡1 = 1 かつ ak = Ý = an = 2』

となればよいので，その場合の数は，An(2) = nÝÝ(答)

’ 次に，n = 2 のとき，An(j) (j = 3; 4) を考える．このとき，a1 5 a2 5 Ý 5 an = 3

となるのは，

a1 5 a2 5 Ý 5 an¡1 = 3 かつ an = 3

a1 5 a2 5 Ý 5 an¡1 = 2 かつ an = 3

a1 5 a2 5 Ý 5 an¡1 = 1 かつ an = 3

のいずれかであるから，

An(3) = an¡1(1) + an¡1(2) + an¡1(3)ÝÝ(答)

同様にして

An(4) = an¡1(1) + an¡1(2) + an¡1(3) + an¡1(4)ÝÝ(答)

を得る．

(1) の結果を用いると，

An(3) = 1 + (n ¡ 1) + An¡1(3) () An(3) = An¡1(3) + n ÝÝ 1

となるので，1 において，n に 2 から n までを代入して辺々加えて，

An(3) = A1(3) +
nP

k=2
k =

nP
k=1

k =
1
2

n(n + 1)ÝÝ(答) (n = 1 のときも成立)

¡54¡ C 大学受験・数学塾　管理人：makoto



【解答と解説】 2009/12/8

また，

An(4) = 1+ (n ¡ 1)+
1
2

n(n ¡ 1)+ An¡1(4) () An(4) = An¡1(4)+
1
2

n(n +1) ÝÝ 2

となるので，2 において，n に 2 から n までを代入して辺々加えて，

An(4) = A1(4) +
nP
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k(k + 1) =
nP

k=1
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k(k + 1)

=
1
2
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n(n + 1)(2n + 1) +
1
2

¢
1
2

n(n + 1)

=
1
6

n(n + 1)(n + 2)ÝÝ(答) (n = 1 のときも成立)

(2) a1 5 a2 5 Ý 5 an¡1 かつ an¡1 > an となるのは，

a1 5 a2 5 Ý 5 an¡1 = j かつ an < j (j = 2; 3; 4)

となるときであるから，求める確率を P とすると，

P =
An¡1(2) ¢ 1 + An¡1(3) ¢ 2 + An¡1(4) ¢ 3

4n

=
(n ¡ 1) + n(n ¡ 1) +

1
2

n(n ¡ 1)(n + 1)

4n

=
(n ¡ 1)(n + 1)(n + 2)

2 ¢ 4n ÝÝ(答)
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(1) a1 5 a2 5 Ý 5 an = j となるのは，

1 5 a1 5 a2 5 Ý 5 an¡1 5 j かつ an = j

となるときで，これは

1 5 a1 < a2 + 1 < a3 + 2 < Ý < an¡1 + (n ¡ 2) = j + (n ¡ 2) かつ an = j + (n ¡ 2)

と同値であるから，

j = 1 のとき，An(1) = n¡1C0 = 1ÝÝ(答)

j = 2 のとき，An(2) = nC1 = nÝÝ(答)

j = 3 のとき，An(3) = n+1C2 =
1
2

n(n + 1)ÝÝ(答)

j = 4 のとき，An(4) = n+2C3 =
1
6

n(n + 1)(n + 2)ÝÝ(答)
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漸化式を作って解くという誘導がついていますが，重複組合せの考え方を用いれば簡単に解答することができます．

有名な問題なので，知っておきましょう．ポイントは，イコールを取り去ることです．F でとり上げたよう

に，a2 に 1 を加えると必ず a1 より大きくなりますから，ここでイコールを取り去ることができます．もちろ

ん a3 ～ an¡1 にも 1 を加える必要があります．次に a3 にもさらに 1 を加えることで a2 よりも大きくできてここ

のイコールも取り去ることができます．このようにして順に 1 を加えていくことで，すべてのイコールを取り去るの

です．そうすれば，

a1 < a2 < Ý < an¡1 = j + (n ¡ 2)

という形が得られます．その組合せは，j+(n ¡2) 個の中から j¡1 個を選ぶ組合せに等しくなるので，j+(n¡2)Cj¡1

として求めることができるのです．（○と｜の並べ方の総数の問題です．）
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