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数直線上の点 P を次の規則で移動させる．一枚の硬貨を投げて，表が出れば P を + 1 だけ移動させ，裏が

出れば P を原点に関して対称な点に移動させる．P は初め原点にあるとし，硬貨を n 回投げた後の P の座標

を an とする．

(1) a3 = 0 となる確率を求めよ．

(2) a4 = 1 となる確率を求めよ．

(3) n = 3 のとき，an = n ¡ 3 となる確率を n を用いて表せ．� �
【テーマ】：確率と漸化式S Ð ]
(1); (2) は，具体的な状況を考えても求められますが，(3) は，漸化式を立てて考えると求め易くなります．g q
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(1) a3 = 0 となるのは，

Q 表裏表の順に出る場合．

R 裏裏裏の順に出る場合．

のいずれかであるから，求める確率を p とすると，

p = # 1
2
;3 + # 1

2
;3 = 1

4
ÝÝ(答)

(2) a4 = 1 となるのは，

Q a3 = 0 かつ 4 回目が表の場合．

R a3 = ¡1 かつ 4 回目が裏の場合．

のいずれかである．a3 = ¡1 となるのは，裏表裏と出るときであるから，その確率は，# 1
2
;3 である．

よって，求める確率を q とすると，

q = 1
4
¢
1
2
+ # 1
2
;3 ¢ 1
2
=
3
16
ÝÝ(答)

(3) n = 3 のとき，an = n ¡ 3 となる確率を rn とする．an = n ¡ 3 となるのは，

Q an¡1 = n ¡ 4 かつ n 回目が表の場合．

R an¡1 = ¡(n ¡ 3) かつ n 回目が裏の場合．

のいずれかである．an¡1 = n ¡ 4 となる確率は，rn¡1 である．また，an¡1 = ¡(n ¡ 3) となるのは，1 回目

に裏が出て 2 回目から n ¡ 2 回目までがすべて表であり，n ¡ 1 回目で裏が出るとき，すなわち

0
裏
¡! 0

表
¡! 1

表
¡! 2

表
¡!ÝÝ

表
¡!
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n¡3 回

(n ¡ 3)
裏
¡! ¡(n ¡ 3)

となる場合であるから，その確率は # 1
2
;n¡1 である．
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ゆえに，n = 3 のとき，

rn =
1
2
rn¡1 + # 1

2
;n¡1 ¢ 1

2
() rn =

1
2
rn¡1 + # 1

2
;n

が成り立つ．両辺に 2n をかけて，

2nrn = 2n¡1rn¡1 + 1 (n = 3)

より，数列 f2nrng は，初項 23r3; 公差 1 の等差数列である．r3 は a3 = 0 となる確率であるから，(1) より

r3 =
1
4
である．ゆえに，

2nrn = 8r3 + (n ¡ 3) ¢ 1 = 8 ¢
1
4
+ n ¡ 3 = n ¡ 1

Ú rn =
n¡ 1
2n

ÝÝ(答)

} ~

q
(1); (2) は，考えられる状況をもれなく挙げれば求められますが，(3) は規則的な動きをするものなので漸化式が

有効です．漸化式を立てることができなくても，n 回移動して n ¡ 3 に到着しなければならないので，裏は最大 3 回

までしか出せないことに気付けば，漸化式を用いず直接考えることもできます．

{ F …
初めて表が出るのが k 回目であるとすると，an = n ¡ 3 であるから，k 5 4 である．このとき，k の値によって
場合分けを行う．

Q k= 1 のとき，P の座標の変化は，

0! 1
裏
¡! ¡1

裏
¡! 0! 1! 2!ÝÝ! n ¡ 3

R k= 2 のとき，P の座標の変化は，3 回目以降どのタイミングで裏が出るかで，次の n ¡ 3 通りがある．

0
裏
¡! 0! 1

裏
¡! ¡1

裏
¡! 1! 2!ÝÝ! n ¡ 3

0
裏
¡! 0! 1! 2

裏
¡! ¡2

裏
¡! 2!ÝÝ! n ¡ 3

Þ
Þ
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0
裏
¡! 0! 1! 2! 3! 4!ÝÝ! (n ¡ 3)

裏
¡! ¡(n ¡ 3)

裏
¡! n ¡ 3

S k= 3 のとき，an = n ¡ 3 となることはない．

T k= 4 のとき，P の座標の変化は，

0
裏
¡! 0

裏
¡! 0

裏
¡! 0! 1! 2!ÝÝ! n ¡ 3

よって，Q～T より全部で n ¡ 1 通りあるから，求める確率 rn は，

rn = (n ¡ 1) # 12 ;n = n¡ 12n ÝÝ(答)

� ™

¡53¡ C 大学受験・数学塾　管理人：makoto


